Tema 3

Representacion de Fourier: seiales aperiodicas
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Transformada de Fourier: seiales discretas (l)

= Consideramos una sefial X[n] periodica, X[n] = ¥[n + N] vn.
=  Podemos realizar un desarrollo en serie de Fourier

fhk=§:ﬂﬂﬂmw
k=(N)

X[k] =% z %[n]e /o

n=(N)

= Definimos una sefal de duracion finita x[z] como un periodo de la sefal
_ | x[n], -M<n<M
ﬂﬂ‘{ 0, Inl>M

= De forma que
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Transformada de Fourier: seiales discretas (ll)

= Reescribimos la ecuacién de analisis X[k] en términos de la sefial aperiddica x[n]:

1 .
—JjkQon — —jkQon —
"N z nle N 2, Flnle
11(N) n=—M

(0]

. 1 .
— —JjkQon _— —JkQon
= — x[n]e /Fon = — x[n]e 7o
Nz N
n=—-M

n=—oo

= Definimos una funcion continua en frecuencia (2w periodica)
(00

X(e/?) = z x[n]e=7on

n=—oo

= [ aecuacion de analisis se puede reescribir en la forma

Xlk] = N
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Transformada de Fourier: seiales discretas (lll)

= Sustituyendo en la ecuacion de sintesis,

1 : : 1 : : 1 Q
X[n] =— E X(e]kﬂo)e]kﬂon — E X(e]kﬂo)e]kﬂonﬂo; —_0
N i 2T S N 2m

= Recordamos que x[n] = Al,im %[n], luego

- X(e/?) y e/ son periddicas (27), luego su producto también lo sera

— Se suman N intervalos consecutivos de una funcion X (e/?)e/", evaluados en

kQ,q, y multiplicados por la separacion entre muestras Qy, = 2m/N (suma de N
intervalos consecutivos de anchura Q):

* |a ecuacion representa una regla de aproximacion rectangular a una integral
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Transformada de Fourier: seinales discretas (IV)

= Como el integrando es periodico se puede integrar en cualquier intervalo de anchura 2m

T

1 . . 1 . .
x[n] = oy X(e/)e/dQ = oy X(e/?)e/Mdn
(21) [

= x[n] es una combinacion lineal de exponenciales complejas discretas infinitesimalmente
proximas de amplitud
X (ej Q)dﬂ
21T
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Transformada de Fourier: seiales discretas (V)

= Representacion de Fourier

( 1 ("
x[n] = —J X(e/?)e/Mdn
DTFT 2n ) _g
X[Tl — (BJ'Q) < e
X(e/?) = z x[n]e 79"
\ n=—co

= Ecuacion de analisis: transformada de Fourier de sefiales discretas en el tiempo

= Ecuacion de sintesis: transformada inversa de Fourier de sefiales discretas en el tiempo
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Transformada de Fourier: sefnales discretas (VI)

= Convergencia .

x[n] —— X (/%)

=  Hemos supuesto que x[n] era de duracion finita

= Sin embargo, la DTFT se puede aplicar a sefiales que no son de duracion finita

— Se debe analizar bajo que condiciones la suma infinita de la ecuacion de analisis
converge, es decir cuando |X (e/%)| < o0, vQ

« Sefales sumables en valor absoluto:

n=—oo

» Sefales de energia finita:
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Transformada de Fourier: senales discretas (VIl)

DOMINIO DEL TIEMPO SENAL PERIODICA SENAL APERIODICA
Series de Fourier (FS) Transformada de Fourier (FT)

= x()= ) X[k] koot S
- 5
3 z
e 1 . %
= X[k] = —f x(t)eTkwot gt =
foi T Jiry =

L
@ wn

2
x(t) periddica (T); wy = ?n
Series de Fourier (DTFS) Transformada de Fourier (DTFT)
- xfnl = > X[k]e/oon ] = — | x(emenan <
i K=(N) 2m)_, =
o ')
O =
& i
2 1 —jk Qon . - . o
l<Z,: X[k] = N Z x[n]e X(ejﬂ) — Z x[n] e—jan lgl
LU n=(N) n=—oo Ll
» (75)
. 2m 0 o
x[n],X[k] periodo (N),Q, = v X(eJ ) periddica (2m)
SENAL DISCRETA SENAL CONTINUA DOMINIO DE LA FRECUENCIA
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Transformada de Fourier: senales discretas (VIil)

= Ejemplo1: Encontrar la DTFT de la secuencia x[n] = a™u[n]
= Solucion:

X(e/?) = ; la] < 1

— ae /'

X(ei%)] = 1 a sin(a) )

(a?+1-2a«a cos(Q))l/Z; arg{X(ejQ)} = —arcty (1 — a cos(Q)

- Sia= (%) x[n] = (l)nu[n]

5T T ; i . f5

21~ . B

0.5+ =
L5 =

| X(e/D] arg| X(e™H) o —
1 | — -

~05 e

05—
1t -1

0 ! : l - : 1.5 I i I 4 }
—4ar =2t 0 2m 4ar ' —41 T 0 2 41
Q

Q

-2
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Transformada de Fourier: sefnales discretas (IX)

= Ejemplo 2: Encontrar la DTFT de la secuencia

x[n]
x[n] = 1, IInl<M
o i i
> n
—-M 0 M
= Ejemplo 3: Encontrar la DTFT inversa: 1 X(e)
: 1 Q] < W
JQY = ]
X(e%) {O,W<|Q|<n . 0
_7I-[ W 0 14 T
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Transformada de Fourier: sefales continuas (l)

= Six(t) =x(t+ T),Vt podemos realizar un desarrollo en serie de Fourier

x(t) = z X[k]e kwot

k=—o

1 .
X[k] = jf(t)e"fk‘“otdt
(T)

= Definimos una sefial de duracién finita x(¢#) como un periodo de la sefial X(t)

f

(0) s
X ) — S U s —
x(t) =+ 2 T 2
0, t| > =
| 1>

x(t) = Tll_r)glo X(t)
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Transformada de Fourier: seiales continuas (ll)

= Reescribimos la ecuacion de analisis X [k] en términos de la sefial aperiddica x(t),
T/2 T/2 0o
1

. 1 . 1 .
X[k] = = j x(t)e Jkwotdt = = j x(t)e Jkwotdt = = j x(t)e Tkwol gt
~-T/2 -T/2 —00

= Definimos una funcidon continua en frecuencia

(0.0)
X(w) = J x(t)e Iwtdt
—00
= [ aecuacion de analisis se puede reescribir en la forma

X[k] = X(I'l;wo)
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Transformada de Fourier: seiales continuas (lll)

= Sustituyendo en la ecuacion de sintesis,

! i X(kwy)elkwot _ L i X(kwy)elk@ot
T 0 2T 0

k=—c0 k=—c0

= Recordamos que x(t) = Tlim x(t), Iuego

x(t) = Th_r)glo—n z X(kwy)elk@oty,
k=—o0

= Es la aproximacion de la integral de X (jw)e/®t:

To0=wy—0, w=kwy=>dw=wy, k—->0o=w->wx

x(t) = % jX(]'a))ej‘“tda)
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Transformada de Fourier: seiales continuas (V)

= Representacion de Fourier

rx(t) _ L rooX(]'a))ej“”:da)
- 21 )

x(t) PN X(jw) A Sy
X(w) = Jr x(t)e Iwtdt
X — 0

Ecuacion de analisis: transformada de Fourier de sefiales continuas en el tiempo (FT-2)

Ecuacion de sintesis: transformada inversa de Fourier de sefiales continuas en el tiempo
(FT-1)
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Transformada de Fourier: seiales continuas (V)

= Convergencia o
x(t) «— X(w)

= Hemos supuesto que x(t) era de duracion finita

= Sin embargo, la FT se puede aplicar a sefiales que no son de duracion finita
— Condiciones de convergencia

* Sefales de energia finita:

j |x(0)|?dt < o

J |x(t) — %(t)|?dt = 0 = x(t) — %(t) energia nula

— x(t) y X(t) pueden diferir en algunos puntos
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Transformada de Fourier: seiales continuas (VI)

— Condiciones de Dirichlet

* garantizan la convergencia para todos los valores de t excepto en las
discontinuidades

« Sefales integrables en valor absoluto
(00
j lx(t)|dt < o
— 00

* Numero finito de maximos y minimos para cualquier intervalo finito
 Numero finito de discontinuidades en cualquier intervalo finito

— i se admite la utilizacion de impulsos se puede aplicar la FT a ciertas sefiales que
no verifican ninguno de los dos criterios
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Transformada de Fourier: senales continuas (VIl)

DOMINIO DEL TIEMPO SENAL PERIODICA SENAL APERIODICA
Series de Fourier (FS) Transformada de Fourier (FT)

N . e <
< XD =y K[k *(t) = — f X(jw)e da 3
= £ 2T —oo =)
= k=—00 O
|_ —_—
3 z
S 1 _ g . <
2 X[ =7 [ x@e ot au X(jw) = f x(t)e ot dt >
i T Jiry —oo =
@ @

2
x(t) periddica (T); wy = ?n
Series de Fourier (DTFS) Transformada de Fourier (DTFT)
- xfnl = > X[k]e/oon ] = — | x(emenan <
I k=(N) 2m ), =
o ')
O =
& i
2 1 —jk Qon . - . o
l<Z,: X[k] = N Z x[n]e X(ejﬂ) — Z x[n] e—jan lgl
LU n=(N) n=—oo Ll
» (75)
. 2m 0 o
x[n],X[k] periodo (N),Q, = v X(eJ ) periddica (2m)
SENAL DISCRETA SENAL CONTINUA DOMINIO DE LA FRECUENCIA
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Transformada de Fourier: seiales continuas (VIil)
= Ejemplo1: Encontrar la FT de la sefial x(t) = e~ %u(t), a >0

— Sia < 0, la transformada no converge

1
a+jw

= Solucion: X(jw) = —

X(w)| = arg{X(jw)} = —arctg (E)

(az 4+ w2)1/2 ,

o ~2a ~a a 2

arg{ X(jw)}
e Laf2

o

_77-/4 o ,____i

-2 1
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Transformada de Fourier: seiales continuas (IX)

= Ejemplo 2: Calcular la FT de la sefial

oL —T<t<T
U=V, 1t >T

= Ejemplo 3: Calcular la FT inversa:

. 1, W<w<<W
X(jw) = {o, ] > W
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